DENGELEME HESABI-II DERS NOTU

DOLAYLI (ENDIREKT) OLCULER DENGELEMESI

Dengeleme Hesabinin Temel islemleri;
e  Fonksiyonel model ve stokastik modelle matematik modelin kurulmasi,

e VTPV =min. amag fonksiyonu,

Diizeltmelerin hesabi,

Dengeli degerlerin hesab1

PW | ..

° m, == Birim 0lg¢iiniin karesel ortalama hatas1 (soncul deger)
n—-u

e  Duyarlik hesaplari

Bir dengeleme probleminin ¢oziimii igin birden fazla bilinmeyenin birlikte belirlenmesi
gerekiyorsa ve yapilan Olgiilerin sayisi bilinmeyenlerin sayisindan.¢oksa dolayli(endirekt)
Olgiilerin dengelemesi s6z konusu olur. Dogrudan olglilemeyen bir biiyiikligliin baska
biiyiikliiklerin fonksiyonu olarak en kiiciik kareler yéntemine gore hesaplanmasi iglemidir.
Dolayli 6lciiler dengelemsinde ilk asama bilinmeyenlerin secilmesidir. Bilinmeyenlerin sayisi,
problemin geometrik anlamda ¢6zliimii yada cizimi igin gerekli Olgii sayisi kadardir.
Bilinmeyenler diizeltme denklemlerinin kolayca kurulmasini saglayacak sekilde se¢ilmelidir.

Bir dengeleme probleminde; n: Glgii sayisi, u: bilinmeyen sayisi, f=n-u fazla 6l¢ii sayisini
gosterir.

¢ Bilinmeyenlerin Secimi : Bilinmeyen sayis1 bir geometrik seklin geometrik ¢6ziimii

icin gerekli olan 6l¢ii sayisina esittir.
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0, = \/xz +2% - 2xzCosy

¢ Diizeltme Denklemlerinin Kurulmasi ve Dogrusallastirma

n Ol¢ii sayist u bilinmeyen sayisindan fazla ise f=n —u > 0 ise 6l¢ii sayis1 kadar diizeltme
denklemi yazilmalidir.

Olgii + Diizeltmesi = Bilinmeyenlerin Fonksiyonu
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L, +V, =®,(X,y,2,..,u);i=12,..,n

Yazilan diizeltme denklemleri genelde dogrusal degildir. Dogrusallastirma yapilirken
bilinmeyenlerin yaklasik degerleri kullanilir. xo, VYo,....,u0 yaklasik degerleri kullanilarak
diizeltme denklemi Taylor serisine agilir ve 2. ve daha yiiksek dereceli terimler ihmal edilerek

dogrusallastirilmis diizeltme denklemleri elde edilir.

X=X, +dx
Y=Y, +dy
U=U,+du

Bu durumda diizeltme denklemleri

od od oD
L+V =0(X,,Y,,Zy,.. U, )+| — | dX+| — | dy+{—] dz +......
i i |( 0 0 0 0) (axjo (ano y (azjo

(acbj (acpj [8@)
< | Tan| =g :bi' — | =€
X J, Y J, 0z ),

L, +V, =®,(X,, Yy, Zg ., Uy )+a,0x 4b,dy + c,dz
— 0, =®,(X,, Yy, Zgss Uy ) — L, yazilirsa,

V, =a,dx + b,dy +c,dz - ¢, Dogrusallastirilmis diizeltme denklemleri elde edilir.

Dolayli dl¢iiler dengelemesinde her 6l¢ti i¢in bir diizeltme denklemi yazilir ve bu denklem

yardimiyla 6l¢iiniin diizeltmesi bulunur.

e Normal denklemlerin Kurulmasi ve Coziimii

Vy=a,dx +b,dy+c,dz-/,

Vo = 8,04ty +0dz =L, | civonel Model

V, =a,dx+bdy+c,dz-/,

Olgiilerin Agirliklar1 birbirine esitse;

P, =P, =... =P, =1 Stokastik Model

Bilinmeyenlerin tek anlamli ¢6ziimiinii elde etmek i¢in
V"V = min. yada [VV]= min. kosuluyla ¢éziim yapilir.
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X=X, +X
Y=Y,+Yy
Z=72,+12

V,=a,X+by+c,z-/¢,
V, =a,x+b,y+c,z-¢,

V,=a,Xx+by+c,z-/,

V7 =aZx? +b2y® +c2z% + 0% + 2a,b,xy + 2a,¢c,xC — 2a,/, X + 2b,C,yz — 2byé,y — 2¢,(,Z

V7 =aix? +biy® +ciz® + 15 +2a,b,xy +2a,c,%xC — 2a,/ ,X + 2b,c,yz — 2b, ¢,y — 2C, 0 ,Z

V2 =a’x*+b2y? +c2z® + (% +2a, b xy+2a,c xc—2a /X +2b ¢ yz—2b ¢ y-2c ( z

[W]=[aa]x? + 2[ab]xy + 2[acxz — 2[ar]x
+[bbly? + 2[bclyz - 2[br]y
+ [cclz? —2[ct]z +[¢¢] =min.

a[(;(v] = 2[aax + 2[aby + 2[ac]z - 2[a¢]=0
% _ JJablx + 2[bbly + 2lbc “2fb/]= 0
AV]_ 2fech + ooclyealecle - 2er] -0

[aa]x + [ably + [ac]z ~a¢] =0
[ab]x + [bb]y +[bc]z —[b¢]=0|  Normal Denklemler
lac]x +[ocly +[cclz - [cr]=0 )
Normal Denklemlerin Ozellikleri

o Simetrik, dogrusal denklem takimlaridir.

o Matrisin kdsegen elemanlari karesel oldugu icin her zaman (+) isaretlidir.

o Matrisin kdsegen harici elemanlar (+) veya (-) isaretlidir.

o Normal denklemeler “Modernlestirilmis Gauss Algoritmas1” yada “Cholesky

Yontemi” gibi simetrik dogrusal denklem takimlarinin ¢6ziim yontemleriyle

indirgenerek ¢oziiliirler.
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e Denetim Islemleri

Normal denklemlerin kurulus kontrolii

V,=a,X+by+cz-/¢,
V, =a,x+b,y+c,z-7,

V,=a,Xx+by+c,z-/,

S ,=a,+b,+c, -1, a, b, ¢ -/
S,=a,+b,+c,-/, a, b, ¢, -/,
S,=a,+b,+c, -7, a, b, c, -/,

Bu esitlik toplanirsa [S] = [a]+ [b]+ [C] - [E ] esitligi elde-edilir. Elde edilen esitlik sirasiyla
(a1, az,....,an), (b, ba,....,bn), (€1, C2....hen), (=L 1, -Lo,...., -4 1), ile garpilip taraf tarafa
toplanirsa

[aS] = [aa]+ [ab]+ [ac]- [a]

[bs]=[ab]+ [bb]+ [bc]- [b/]

[cS] = [ac]+ [bc]+ [cc]- [c7]
—[¢s]=-[ar]-[be]-[ce]+[ee]

esitlikleri elde edilir. Bu sekilde normal denklemlerin kurulus ve indirgeme asamalarinda
yapilan islemler ve diizeltmelerin kareleri toplam1 denetlenir.

Bu islemler tablo seklinde de yapilabilir.

a b Cc -/ S
a b1 C1 - Kl S1
az b, C2 -/ ) S,
an bn Cn 4 N Sh
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Modenlestirilmis Gauss Algoritmasina gore;

X y z sabit | S(toplam)
al || [0] G || Tall | S
[bb] b || /] | bS]
[l ||dci] | ISl
[/ /] -[K;S]

[V] ve [VV] Kontrolii

[V]=[a]x+[bly +[c]e-[¢]

[aV]=[aa]x +[ab]y + [ac]z - [a¢]

[bV]=[ab]x + [bb]y +[bc]z - [0¢] 1. denetim bagintist
[cV]=[ac]x + [bcly +[cclz - [c/]

E
E

Bu esitliklerin sag taraflart normal denklemlerin sol tarafina esit oldugundan;
[aV]=0,[bV]=0,[cV]=0 yazilabilir. 1. denetim bagintist

—[ev]=arlx - [bely —[cr]z + [ ]

[W]=[avlx+[bV]y +[cV]z-[V]

[aV]=0,[bV]=0,[cV]=0'ise

[wW]=-{ev]

Diizeltme denklemlerinin her iki tarafi (- £ 1, - 2,...., - /) ile garpilip toplanirsa;

—(,\V,=ax+by+cz-7, -0V, =-al,x-bly-cl,iz+0.0,
—l, | Vo =aX+by+c,z-0, | —L,V,==a,l,X=b,l,y—C,l,z+ 1,0,

b, \V,=ax+by+c.z-¢ ) —(.V, =-al x-b (. y—cl z+(. 0,

~[ev]=[ee]-[aclx ~[bely ~[etle =[]

bilinmeyenlerin ve diizeltmelerin hesabi islemlerini kontrol bagintis1 elde edilir. Bu
esitlikteki katsayilar normal denklemlerin sabit terimleridir. Modernlestirilmis Gauss

algoritmasina gore indirgemede kdsegen son terim olarak [M ] ve toplam siitununa da

—[¢8] yazilarak ¢oziim yapilirsa direkt [VV] elde edilir.
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X y z Sabit  |S (Toplam)
[aa] [ab] [ac] -[ar] [aS]
o] ] ] | _as]
1 [aa] [aa] [aa] [aa]
[bb] [be] -[be] [bs]
[bb.1] [be.1] - [be.1] [bS.1]
[b.1] [be.1] [bS.1]
1  [bb] boa] | [bba]
[cc] -[ef] [cS]
[cc.2] -[cr.2] [cS:2]
[cr.2] “les2]
1 [cc2] [cc.2]
[ef] ~[¢s]
[w]= 03] | —[¢s3]
X1 X2 X3 -b S
ay, a, ay, -b, S,
-1 —a,/a, —a,/a, b, /a,, -S, /a,;
a,, as, -b, S,

Apq=4ay _a12-a12/a11 Ay =ay _a12-ala/a11 - b2.1 = 'bz +a12-b1/a11 Sz.1 = Sz _312-51/311

-1 _a23.l/a22.1 b2.1/azz.1 'Sz.l/azz.l

a33 b3 83

Ag3, =dg _a13-a13/a11 - b3.2 = _bs + alS'bl/all S3.2 = Ss _a13-51/an

'a23.1-azs.1/a22.1 +a23.1-b2.1/azz.1 _a23.1'82.1/a22.1
-1 bs.z/ass.z - Ss.z/ass.z
b a a a
7=-32 y=— 2815, D21y _ 12y_ 131, 1
33, A1 A1 ayy ay; ay;
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Sonuc¢ Denetimleri

Coziimle elde edilen x, y, z degerleri kullanilarak diizeltmelerin sayisal degerleri elde
edilir. Diizeltmeler 6l¢iilere eklenerek dengeli 6l¢iiler bulunur. Bilinmeyenlerin kesin degerleri

ve en son olarak bu degerler yerine konularak ilk diizeltme denklemlerinin sonug¢ denetimleri

yapulir.
zlzalx+bbly+clz-€2 {l=€1+V1 X = X, +X
) =4, 2Y+C, 2. 4, £2+V2’ Y:Y0+y,Li+Vi=CDi(X,Y,Z)
Z=7,+1
V., =aXx+by+c,z-/, 7 =0 4V

e Duyarhk Hesaplari

Olciilerin Ortalama Hatasi

Diizeltmeler hesaplandiktan sonra yada Modernlestirilmis Gauss Algoritmasina eklenen

son satir ile elde edilen degerlerden;

m, =+

Olciilerin karesel ortalama hatas1 hesaplanir.
n—-u

Bilinmeyenlerin gercek degerleti X, Yy, Z ve dengeleme sonucu elde edilen kesin degerleri

X, y, z ile gosterilirse gercek-diizeltmelerle dengelemenin fonksiyonel modeli;

& =a,X+by+0,Z2-/,

&, =a,X4+b,y+¢,z-7,

0, =g,-a,X-b,y-¢,Z  V,=a,(x-X)+b,(y-y)+c,(z-2)+e,

esitligi elde edilir. Bu esitlik ( Vi, Va,...., V) ile carpilip toplanirsa;
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[W]=[av]x-%)+[bV]y-y)+[cVIz-2)+[ev] [av]=0 [bV]=0 [cV]=0 ise
[W]=[eVv] olur.

Yukaridaki esitlik ( €1, €2,...., €n) ile ¢arpilip toplanirsa;

e | (Vh :al(x_i)—'—bl(y_y)+cl(z_z)+gl &,V, :algl(x _)+b181(y )_/)+0181(Z-7)+8181

g, | |V, =a,(x-X)+b,(y-y)+c,(z-2)+e, _ g,V, =a,e5(x-X)#bye, (Y-V)+C,e,(2-2)+¢,8,

€n Vn :an(X_i)+bn(y_y)+cn(z_z)+8n 8nVn :angn(x_y)—i_bngn(y_y)+cn8n(z-z)+8n8n

[eV]=[ae]x - %)+ [be )y -y) +[ce)z-2) + [ee] = [WV ]

Yukaridaki esitlik sirasiyla (a1, a2,....,an), (b1, b2,....,bn) ve (cy, Ca,...., Cn) ile garpilip

toplanirsa;

[aV]=[aa)(x - x) + [ab](y - ¥)+ [ac](z- Z)+fac] = 0

[bV]= [ab}(x - x)+[bb )y - ¥)+[be ]z 2)+ [be] = 0

[cV]=[ac)(x-x)+[ocky-y)+[ce)z-2)+[ce]=0

esitlikleri elde edilir. Normal denklemler benzeyen bu denklemlerde bilinmeyenler
yerine (x-X), (y=¥ ), (z-Z ) ve sabit teri yerine [ag], [be], [ce] yazarak Modernlestirilmis Gauss

Algoritmasina gore ¢oziim yapilirsa;

[W]=mm?-3m2 =m(n-3)=m?2 = (W]

~(n-3)

bilinmeyen sayis1 3 olan bir dengeleme probleminde elde edilen bu baginti bilinmeyen

sayisiu i¢in diizenlenirse,

m, == W esitligi elde edilir.
(n-u)
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Bilinmeyenlerin Ortalama Hatasi

Bilinmeyenlerin &telenmis degerleriyle ortalama hatalart birbirine esittir. Normal
denklemler modernlestirilmis Gauss Algoritmasi ile harfli olarak ¢oziiliirse;

[af] [ab]([bﬁ.l] _[be.] [ce.z]j _[ac][cr.2]

| [aa]\[bb.1] [bb.1][cc.2]) [aa][cc.2]

X=

[aa]

yo [bea] [be.1][ce.2]
[bb.1] [bb.1][cc.2]
[é 2]

 [oc2]
elde edilir. Bu esitliklerdeki [a(], [bf.l] ve [CK.Z] terimleri agik yazilir ve esitlikler /;
’ye gore diizenlenirse,
X=0.0, +0a,l, +...+o, 0,
Yy=Bl,+B 0, +n + B, L,

Z=vy b +y, b+ Y, L
Duyarliklar1 esit ilk bagimsiz ol¢iilerin bir fonksiyonu olan bu esitliklere hata yayilma

kurali uygulanirsa;

m2 = (o2 + o2 +...+ a? Jm? = [ae ]2
2 =[ppm; Bilinmeyenlerin karesel ortalama hatast
;= [rIms

Bu esitliklerdeki [a(x], [BB], [yy] katsayilart normal denklemler matrisinin tersi alinarak

hesaplanir.

laa] [ab] [ac]|” [loa] [aB] [or] ] fay] o
* <[ [ab] [ob] [be]| =|[oB] [BB] [Bv]|= [qu] ] [qyz]
lc] [bc] [cc]] |[w] Bv] ] |[oe]) lo,.]) [0.]

Bilinmeyenlerin karesel ortalama hatalart;
My =EMy/0yy s m, =xm, Qy,, M, = tMy/d, ,

esitliklerinden hesaplanir.
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Bilinmeyenlerin Bir Fonksiyonunun Ortalama Hatas1

Karesel ortalama hatas1 hesaplanacak fonksiyon,
f=F(X,Y,Z) ve X=X,+X Y=Y,+y, Z=2Z,+z olsun. Yaklagik degerlerle

fonksiyon Taylor serisine acilirsa;

of of of
f=FKX,,Y,,Z,)+ —X+—y+—2zolur.
( 0r Yo o) ox Yy pe

Burada, f, = F(X,,Y,,Z,) a. f,, a_ fy,q =T, yazilirsa
OX oy 0z

f=f +f,x+fy+f,z

qﬁ = f><2qxx +fyzqyy + fZZqZZ + 2fxf + 2fxfquz + +2fyfzqyz

yqu

Mg =2m,/d¢

Bilinmeyenlerin Fonksiyonlarinin Bir Fonksiyonunun Ortalama Hatas1

f=F(X,Y,2)

9=G(X,Y,Z) olsun. h=H(f,g) (seklindeki bir fonksiyonunu ortalama hatasin
hesaplamak i¢in once f ve g fonksiyonlarinin ters agirliklar1 hesaplanir.

f=f,+fx+fy+f,z

=00 +0xX+9,¥+0,Z

qs =fra, +fiay +fra, +2ff ., +2ff,q, ++2f f.q,

Ogy =950yt 950y, +950,, +20,9,0,, +20,9,0,, ++20,9,0,,
Ay =1,0,0. +1,0,0,, +f,0,0, +(F,0, +f,0, h,, + (0, +f,0, k. +(F,9, +f,9, ),

;_th,%:hg, h=h, +hf+h,g

Buradan h fonksiyonunun ters agirlig;

qhh = hfzqff +h;qgg +2hfhgqu

m, =+m,./q,, olur.
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